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5. INTEGRACION EN R
5.1. DEFINICION Y PROPIEDADES

Sea f acotadaen [ab] . Dividamos [ab] en n subintervalos de la

mismalongitud Dx por medio de n+1 puntos
a=Xp<X1<...<Xp=b con XX :bﬁa ° Dx M,
y formemos para cada n las Ilamadas sumas inferior (L) y superior (Up): my
M SinF{ ()X [X_q. X, ]} Xy X Xy Xy b

Ln= I(é’;lmka; Un= éleDx , donde

My=sup{ f(x):xT [X_1.X ]}

Si lasdos sucesiones L y Up convergen haciaun mismo limite,
decimosque f esintegrable en [ab] , representamos ese limite
comun por ‘ng 0 (‘gf(x)dx y lellamamosintegral de f en [ab] .

[Se puede demostrar que L, y Up siempre convergen; a sus limites respectivos se les llama integral inferior y
superior de f ; unafuncion es, pues, integrable si |as integrales superior e inferior coinciden] [la definicion dada de
integral no es exactamente la "integral de Riemann” que se suele dar (ver Spivak), pero es mucho més corta).

Significado geométrico claro: si f3 0, laintegral (3 0) representael &ea A delaregion limitada por lagréficade f,
el gle x ylasrectas x=a y x=b: A esparatodo n mayor que lasuma L, de las &reas de los rectdngulos
pequefios y menor que lasuma Uy, delos grandes; al crecer n, ambas sumas se aproximan hacia A . Si fE0 , los
Lnh ¥ Up son negativos. Laintegral (£0) en valor absoluto es €l dreade laregidn (situadabajo € ge x ) limitada
por el e x, lagréficade f ylasrectas x=a y x=b.

Si f espositivay negativa, laintegral representardladiferencia entrelas éreas de las | kN A
regiones que queden por encimay las areas de las que queden por debgjo del ge x : | a\-/ b

Gracias a los teoremas que veremos, para saber si f esintegrable y para calcular la integral no
necesitaremos acudir aladefinicion casi nunca. Por ahora, con lo visto, estudiemos unos € emplos:

= D (keD)21
f(x)=x2, x1[0,1] Ln:gl ( n2) z=

12 2 _f K21 _1p0 o g
3 [0%+...+(n-1)] , Un=a 3, -n3[1 +...+n“]

Usando €l resultado que vimos en un problema de sucesiones 1%+, +n? = mﬂgm ®

Ln:LU—ln‘lgnE”‘l : Unzm n+én32n+l .Ambastiendena% y por tanto Q}f:% :
1
7 —1si x=a
! ; b-a b-a . b
g(x) =i Osia<x<b | L =—== ,Uy;="— . Asipues 3 g=0.
i 1six=b noon " n Q
= Lafuncion es discontinua, pero integrable. Se ve que laintegral seguiria siendo nula

si cambiamos el valor 0 por cualquier otro en un nimero finito de puntos de (a,b).
[Como veremos pronto, las funciones acotadas con un nimero finito de discontinuidades son siempre integrables,
para encontrar funciones no integrables tenemos que buscar funciones tan patol 6gicas como la siguiente].

_J 1si xracional - . . L
h(x)—{ Osixirracional + X! [&b]l | Encada [x,_1.xy],paratodo n, existen racionales eirracionales.

, _ on b;a _ _ on b;a _ " .
1 Asi pues, L”_;?-‘lo n ‘O’U”‘ﬁ-ll n =b-a "n P h noesintegrable.
t | | (hay extensiones del concepto de integral: h si es "integrable Lebesgue" y su
a b integral en dicho sentido es 0 [hay muchos més irracionales que racionaleg]).
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L as siguientes propiedades son intuitivamente claras a la vista del significado geométrico de la
integral y se demuestran mecanicamente usando de |as definiciones:

Teor:

Sean f y g integrablesen [ab] . Entonces: c‘gcf:cc‘if,cf R; (‘i[f+g] :c‘gf+c‘gg

M

mrf] S mefEMen(abl b mb-a) £ EM(b-a)

m

¢]
18| £ &1 M Sifegenfabl b SfE£Qg ‘Lm
DCL Sif esimpar &, f=0 _C ) Sifespar @) f=2¢f

[las dos primeras propiedades se suelen expresar diciendo que "laintegral eslinea” (como la derivada)]

Laproximasigue siendo intuitiva, pero es pesada de demostrar con nuestra
definicion (ver libros). [Para f continua seratrivial usando los teoremas de
5.2, pero lapropiedad es ciertatambién para f integrabley discontinua).

Teor: . . . b < b
Sean a<c<b; f integrableen [ab] U f integrableen[ac]y[cb] ,e gqf=qf+qf.

Definiendo §f=0 y @f=-§ f , laigualdad esvalidapara ab,c cuaesquiera

L os dos siguientes teoremas nos dicen que las funciones (acotadas) no integrables son extrafias:

Teor: | t continuaen[ab] p f integrableen [ab]

Sabemos que f es uniformemente continua: |a diferencia entre dos valores cuaesquieradela f en dos
x,yl [ab] estan peguefiacomo queramossi X e y son suficientemente proximos; en particular, 1o es la
diferenciaentre los valores maximoy minimode f en un intervalo [xk,Xk—1] , S éste es muy pequefio.
Asi, si n essuficientemente grande tenemos que paracada k :

e . on
My—my <, paracualquier e . Por tanto Uy-L =a, (M —m)Dx <e para n grande.
Asipues Up y Lp tienen € mismo limitey f esintegrable. f continua a trozos
(integrable)

Y a vimos que funciones discontinuas podian ser integrables.
Una f sedicecontinuaatrozosen [ab] s es continua salvo en
un numero finito de puntosy en ellos posee limites laterales. °

[Nolo son lasfunciones 1/x o sen(1/x) en [0,1] , definamoslas como las definamos en x=0]

Teor | t continuaatrozosen[ab] b f integrableen [a,b]

| | | [dividimos en subintervalos de forma que f sdlo tenga

/-? = /-T + ! discontinuidades en los extremos; en cada intervalo es facil

| l/ ° U | ver gque es integrable por ser suma de una funcion continua
L4 y de otraintegrable del tipo dela g delos gemplos].

Como es 0 el valor delaintegral de unafuncion comola g seve que cambiando €l valor deuna f integrable en
un ndmero finito de puntos, la nuevafuncion h continda siendo integrable y el valor de la integral es el mismo,
pues dichafuncion h se puede escribir como f+g conuna g deesasy sabemos que laintegral eslineal.

[ También existen funciones integrables con infinitas discontinuidades; por ggemplo, cualquier f creciente y acotada
esintegrable (pues Un—Ln=[f(b)—f(a]/n, yaque cada Mg=mk+1 , k=0,...,n—1) , aunque presente infinitos saltos].
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5.2. TEOREMAS FUNDAMENTALES
(relacionan derivadas e integral es)

Sea f acotadaeintegrableen [ab] ; paracada xi [a,b] laintegral c‘gf existe (y es un nUmero).

x "area’=F(x)
Podemos, pues, definir una nueva funcion: | F(x) = Qf , X1[a,b]

REEANE

Primer teorema fundamental del calculo infinitesmal:
f integrableen[ab] P F continuaen[ab] .
Si ademas f escontinuaenun ci (ab) entonces F esderivableen c y F(c) =f(c)

(y por tanto, si f escontinuaen todo [a,b] entonces F'(x)=f(x) " xI [ab] )

cth
Como f estdacotada, existe K tal que [f(X)|<K " XT [a,b] . Sea h>0, entonces: Q f ’\
KhEFf =" - &f = F(crh)-F(c) £ Kh b [F(c+h)—F(c)]@ 0 s he 0* . :

Asi pues, F escontinuaen ¢ (cambiando detalles se veriapara h® 0-).
Seaahora f continuaen ¢ y h>0: M, =sup{f(x):xi [c,c+h]}, my=inf{f(x):Xi [c,c+h]} . Entonces:

mph £ §7'f = F(c+h)-F(c) £ Myh; m, £ FEEFE ¢ v (andlogosi h<0).

Como f escontinua, M,,my® f(c) cuando he 0,y por tanto Li@%ﬂﬂ;}ﬂ@ =1(c).

[a c:;+h b

El teorema nos dice que, al contrario que a derivarla, laF obtenida 2 =
integrando unaf es"mas suave' que dla. Aunque f sea discontinua f &) M i) | /
en un ¢, F es continua en ¢ (aunque F tenga "picos’ en ese punto);

y si unafuncion tiene picos, desaparecen al integrarla] <Tix | <Tax |

Segundo teorema fundamental del calculo infinitesmal:

Si f escontinuaen[ab]y f=g paraagunafuncién g entonces c‘gf =g(b)—g(a)° g]g1 (notacion)

Sabemos que F'=f=g'; entonces sera F(x) = g(x)+k paraagun nimero k . Como
O0=F@=g(@+k® k=—g(a) ® F(x)=9(x)—g(a) . En particular: F(b)= c‘if =g(b)—g(a) .

Dadauna f ,una g cuyaderivadasea f sellamaprimitiva de f . Paracacular laintegral de
una f continua basta, pues, halar unaprimitivade f (y no esnecesario utilizar las sumas superiores
einferiores). S g esprimitivade f, esclaro que cualquier otraprimitivade f esdelaforma g+K .

El conjunto detodas |as primitivas sedesignapor | of(x)dx | (funciones, y no un nimero como (‘if )

(aveces sellamaintegral definidade f entre a y b aestalltima, eintegral indefinidaa conjunto de primitivas)

En algunos casos, hallar la primitiva de una funcién es inmediato y, por tanto, lo es calcular
algunas integrales. Por ggemplo, es ahorayatrivia calcular laprimeraintegral vistaen 4.1:
3

3 3
N oo _ X271 — 1 X L 2 dx° _ 2
(éx dx = 3 lo 3 pues 3 es una prlmltlvade X< yaque dx 3 X

(todas las primitivasde x2 son 3x2dx = % x3+K : s parael céculo delaintegral anterior
hubiésemos tomado otro valor dela Kt 0, habriamos, desde luego, obtenido e mismo resultado).

Sin embargo, en muchas ocasiones el clculo de primitivas se hace muy complicado. Mas alin, hay
otras funciones de apariencia sencilla para las que se puede demostrar que no existen primitivas que
puedan escribirse como sumas, productos, composicion,... de funciones elementales

[por jemplo: dsen(x@)dx , Oedx, (‘)&:de, b%dx, (‘)% . OLH3 M 2dx, g 1+xM3dx, ... ]
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Si f es continua una primitiva suya esla F (pero esto no nos sirve para calcular una integral concreta); asi
F)=@sen(®)dt, F*(x)=Gsen(®)dt, ... son primitivasde sen(®) ; es decir, Gsen(®)dx = Gsen(@)dt + K ;
X, 1, ... son variables mudas, pero no serepite laletradel limite de integracién en el integrando porque podria dar
lugar aerrores. F(1) es Ql)sen(tz)dt pero no es Ql)sen(l)dx y aesto nos podriallevar lanotacion (‘i()sen(xz)dx]

También hay funciones integrables que no tienen primitivas (evidentemente no pueden ser continuas); por gjemplo,

= \X . e
f)= oxio _g_ no es derivada de ninguna funcion (F(x) =Qf ® 0 " x no esprimitivade f).

Delos TFCI se deducen las propiedades que habiamos adel antado para € :

f(x):% continuas x>0 p F(x)=logx derivable (y continua) i x>0 y su derivadaes f(x)=

1

X

[ F(x)=f(x) tambiéns x<a (si f continuaen x), puessi c<x con f integrableen [c,a: F(x)=szqf &f
[ y también se podrian comprobar el resto de propiedades: log(ab) = loga+ logb, ... ]

El 2°TFCI permite también probar con facilidad algunas de | as propiedades de | as integrales vistas
en 5.1, en caso de que € integrando sea continuo; por gemplo, s F y G son primitivasde f y g:

Q[f+g] = [F+G](b)-[F+Gl(a) = F(b)-F(a) + G(b)-G(a) = &f + § 9.
& f = F(b)-F(a) = F(b)-F(c) + F(c)-F(a) = &f + §f ,

Recordemos que también son ciertas estas propiedades para funciones continuas a trozos. De hecho, sabemos hallar
yafacilmente integrales de muchas f de esetipo, dividiendo €l intervalo y aplicando los TFCI en cada subintervalo:

: /2 \
Hallemos @f , s f(x) :{ Egsxp,/gzgglz Cgf = C% cosxdx + CS/Z [-dx= 1 COS X
— p/2 P _. P p/2 p
= [senx]o " + [X]p2=1-5 - 9
[pues c‘g/z f= C\SIZ [-1]dx , yaquecoincidensalvoen x=p/2] -1 O

enx, OEXEp/2

@ costdt, 0£x£p/2 13
- % g+1—x, PI2EXED

N X

o |
También sabemos hallar " xI [0,p] la CSf 1 %
1 @ costdt + %/2 [-1]dt, p/2<xEp

[funcién que, como nos asegurabael primer TFCI, es continuatambién en x=p/2 ]

Como sabemos calcular derivadas de funciones definidas por integrales, sabemos hacer con ellas
todo lo visto en calculo diferencid: hallar tangentes, maximos y minimos, limites indeterminados,. ..

3
Ejemplos. Hallemos la ecuacion de larectatangente alagréficade| F(x) = (jx_l t4t7_4 dt | en x=1:

X3
F(x) = X4_4 ® F(1) :—% ; F() = 0_1 t4—4 dt =0 (integrando impar) ® rectatangente y——3[x—1]

[ podriamos (primitivainmediata), pero no es ttil, calcular la F(x) = 71 (log|x—4|-log3) ]

Determinemos, si existe, el limitede | G(x) = 1 X leost?] dt | cuando x® 0 y cuando x® ¥ .

t2+1
El numerador F:c‘)z; es continuo (y derivable) " x (por ser el integrando continuo " x ) y es F(0)=q, N =0.
. L oA . . FX _. |cosx3| _
Cuando x® 0 tenemos indeterminacion 0/0 . Por L'Hépital, [imG(x) =lim = I|m =1.
X®0 x®0 1 x®0 X2+1

Si x® ¥ , tal vez no valga L "Hopital (¢tenderd F a ¥ ?). De hecho, no hay indeterminacion, pues vamos
aver (apesar de que laprimitiva es de las ho calculables) quela F esta acotada. En efecto:

cosx3 _ arctanx_
211 "X b 0£F(x)£Q)t2+1 =arctanx " x b 0£I|mG£I|m =0b Gx(g¥0.
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En ocasiones hay que trabajar con funciones similares a la F(x) , definidas por integrales de
funciones f continuas, pero con limites de integracion que son también funciones (derivables) de x .
Los TFCI también nos permiten derivarlas:

S H(x):(‘i((:)) f entonces H'(x) = f[b(x)]b'(x) —f[a(x)]a(X)

(paralos x talesque f seacontinuaen [a(x),b(x)] ) (oen [b(x),ax)] si ax)>b(x) )

[rueba facil: se escribe H09 = £~ G f = Fb()]-F[a(x)] , con F(x)= G} .y seaplicalaregladelacadend]

3X
Por gjemplo, utilicemos o anterior para hallar un par de derivadas delafuncion | K(x) = x (‘)ZX et dt

3X t

K(x)= Oy, et*dt+x[ e 3-e4*.2] ® K'(x) = 2[ 369" 2e~4*] + 2x2[ Be4x* 27e~9¢]

[expresionesvdidas " x , tanto si es positivo como negativo]

Derivemosahora: | H(x) = C{( sen(t?)dt |, H'(x) = sen|(Wx )2]-2%& -0= > s x>0.

A partir dela H' podemos hallar paraqué x del intervalo [0,2p] posee un méximo esta H (que lo posee por
ser H continua): los candidatos son los extremos y los puntos en que H'=0, esdecir, x=0, Xx=p y X=2p .
Con el signode H' seveque H creceantesde p y decrece después, luego en ese punto se alcanza € maximo.

[También estaba claro viendo la gréficade f(x)=sen(x2) , pues hasta x=p vamos 1l
afiadiendo &reas positivasy a partir de entonces quitamos areas por debgjo del ge x].

Distinguir cud de los minimos locales es minimo absoluto exige saber si esmayor — —
H(0)=0 6 H(2p)=f sen(t)ct

Lagré&icadela f sugiereque K(2p)>0, pero no podemos calcular €l valor exacto, por no existir la primitiva de f
(ya aprenderemos a aproximar numéricamente las integrales en la Gltima seccidn de este capitul 0).

1+x
Probemos ahoraquelafuncion | L(x) = (‘)_L_X logtdt | esdecrecienteen [0,1/2] .

Como logx escontinuaen [1/2,3/2] (valoresen los queintegramossi xI [0,1/2] ) podemos derivar la L ahi:

L L'(x) = log(1+x) - 1Hog(1-x) - [-1] = log[1-x?] < 0 si xI [0,1/2] , pues 1—x2<1 .
[€l resultado era esperable: las areas negativas que aparecen son mayores que las positivas]
log x [En este caso la primitiva si seria calculable (por partes, como veremos),

pero es un rodeo tonto hallar primitivas para derivarlas a continuacion].
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5.3. CALCULO DE PRIMITIVAS

I ntegrales inmediatas (o cas inmediatas).
Cada derivada conocida nos proporciona una formula de integracion:

A dX = ~ — Y dX _i \2XdX _ 2
Ocosx =fanx , Oshx=chx , 0[4_X]2 =2 ' Oy2_p =logxe-1| , ...

(paramayor precision deberiamos escribir tanx+K , chx+K , ... ; nolo haremos pero tengdmoslo en cuenta)

Normamente a integrando le faltara alguna constante que se podra calcular derivando de cabeza:

1 o212 4, _1 N —5/3 4y — 3 —2/3 ~ Ox o dx _1 X
o[ 1-9x2] dx-3 arcsen(3x) , QX dx = 5 X » Ogex2 _04[1+(x/2)2] =5 arctan,, , ...

Delas propiedades de linealidad de la derivada se deduce inmediatamente paralas primitivas que:

olf(x)+g(x)] dx = of (x)dx + dg(x)dx , dcf(x)dx = ¢ of (x)dx

X
Asi, O 5Vx+6 + 2senx — 7% dx = 5QVx6 dx + 2 gsenx dx — 7 dx = 2 [x+6]3/2 — 2co8x — -
3 log7

Es falso que laintegral de un producto sea el producto de las integrales por no
serlo la derivada, pero de laformuladel producto (fg)' = fg'+f'g obtenemos:

Integracién por partes: Sean f'y g' continuas (para gue existan las primitivas). Entonces:

FIFRd = F(gx) - OF (g)dx | ®  GF)geId = Fg)]- - G ()gx)dx

Esto reduce €l problemaacalcular otra primitiva, que seramés sencillasi f'y g
lo son (o si unadeéllaslo esy laotrano es mas complicada que la anterior).

Dadauna f sesueledenotar df © f'(x)dx ; con esto, laintegracion por partes se suele escribir | Qudv=uv- (ydu

Ox senx dx = [ u=x, dv=senx dx ® du=dx, v=—Cosx | = —X cosx — ()(—COSX) dX = —X COSX + Senx
OxeXdx = [ u=x,dv=eX dx® du=dx,v=—eX] = —xeX - O(-X)dx = —(x+1) X
[laprimitivadel senoy la exponencial son igual de complicadas que €ellas, pero laderivadadel x es mas sencilla).

Otras funciones que mejoran al ser derivadas son los logaritmos (y las potencias de x no se complican):

OVx log|x| dx = [u=log|x| , dv=vx dx] = §x3/2I09|x| —%(‘)(3/2% = x3?[ %Iog|x| —g ]

Algunas veces convienetomar g'=1 (esdecir, dv =dx ):

Ologx dx = [ u=logx, dv=dx ® du:%, v=x ] = xlogx — Odx = xlogx —x

Oarctanx dx = [ u=arctanx , dv=dx ] = xarctanx — (‘)Xfxxz = xarctanx—%log(x2+1)

1
Otras veces hay que repetir laintegracion por partes:
Ox2edx =x2e -2 Ox e dx = x2& —2x & +2 O dx = [x2—2x+2] &
U dv- u- dv-

« logx

Otro truco: (‘)Io% dx = logx logx — (‘jogx%dx P Q0 dx= %[Iogx]2 [se podia haber hecho a 0jo]

Combinando las dos Ultimas ideas:

| = Ocos2x e¥dx = cos2x € + 2 (pen2x e¥dx = € [cos2x + 2sen2x] —41 P I=%[cost+23en2x]

U dv- U dv-

Curiosidad: (‘)% = [u:x,dv:%dx ® du:dx,v:—%] = —1+(‘r(ix b ? 0=-11

[no olvidemos que hay una K arbitraria aunque no la escribamos]
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Cambios de variable:

Supongamos que queremos hallar una primitivade of(g(x)) g'(x) dx (con f y g continuas). Si F
es una primitivade f , por laregladelacadena (Fog)'(x) = F(g(x)) g'(x) = f(g(x)) g'(x) . Asi
pues, Fog eslaprimitivabuscada Bastapuesintegrar la f y evaluar e resultado en g(x) . Si lo que
queremos es laintegral definidaentre a y b suvaor es F(g(a))—-F(g(b)) . Por tanto:

FeMg =] i GiE)geo b=y fwd

En la préctica se suele usar la notacion de diferenciales. se escribe u=g(x) , du=g'(x)dx
y s hay limites de integracion es facil recordar que: x=a® u=g(a), x=b® u=g(b) .

En algunos casosla g'(x) aparece explicitamentey esta muy claro el cambio que hay que hacer:

Osen32x cos2x dx = [ u=sen2x, du=2cos2x dx | = %(‘3113du :%u4:%sen42x

(en casos tan sencillos no seré necesario escribir la sustitucion: no es dificil ver aojo
que ser*2x escasi laprimitiva; derivandola mentalmente se ve quefaltael 1/8)
S5 dx  _ _ _dx _ _ _ _Jog5 du _
X100 =[u=logx,du="", x=e® u=1, x=5®@ u=log5 | =@~ |, =
[ podiamos haber cal culado la primitiva olvidando limites de integracion y sustituir al final, unavez deshecho el cambio]

log|log5| — 0 = log(log5)

O VeX-1dx= [u=e*,du=eXdx] = Vu-1du = % [u-11%2 = % [ex-1]%?
Osh3x e€hX dx =[ u=chx , du=shxdx , sh?x=ch2x-1] = O[u?—1]eY du = [partes] = —u2e! + 20ue~YUdu + eV =
= [partes] = [1-2u—u2]e Y + 2QeUdu = — [1+2u+u2]e Y = — [1+2chx+ch2x] e—chX
(o partes directamente: (sh3x eCMX dx =[ u=sh2x, dv=shxe~thX dx ] = —sh2xe=chX + 2¢)chxshxe=CNX dx =
= [partes] = —sh?xe~ChX — 2chxe=ChX + 2)shxe~ChX dx = — [2+2chx+sh2x] e~ChX )

Pero en lamayoria de |0s casos no es tan evidente e cambio ni tenemos una clara du . Laforma del
integrando puede sugerir hacer algin cambio u=g(x) . Para obtener entoncesla f(u) sedespgala x
enfuncionde u, secalculae dx y sesustituyen x y dx enlaintegral:

(‘)glcos& dx=[ u=vx , x=u2, dx=2udu, x=4® u=2 , x=9® u=3 | =2é§ ucosu du =] partes]

= 2[usenu]§ -2 (‘323 senu du = 2[usenu]§ + 2[cosu]§ = 2[3sen3—2sen2+cos3—Ccos2]

N du Wu-1 \ 72
OVe—1 dx = [u=e* , x=logu , dx :H] =0, du=[vuri=z, u=z2+1, du=2zdz] =2 Oy &2 =
=201~ ﬁ] dz = 2z-2arctanz = 2yu-1 - 2arctam/u-1 = 2V/e—1 — 2arctam/e—1
[con un poco més de vista podriamos haber hecho directamente z=ve*-1 acabando antes]

Un poco de préactica sugiere qué y cuando sustituir. Para algunos tipos particulares de funciones
(trigonométricas, con radicales... ) hay sustituciones tipicas que se sabe que dan buen resultado. Las
veremos més adelante, unavez vista laintegracion de funciones racionales, ya que la mayoria de los
cambios estan destinados a conseguir integrandos que sean cocientes de polinomios.

En los cambios de variable las funciones f y @' deben ser continuas. Esto aveces se olviday conduce a errores:

1
O o o LTI 7
@ 1+cos?x ~ [u—tanx,dx—m] L =0 1/2 Al+coszx
p

[resultado evidentemente falso: el integrando es siempre positivo y la integral debia ser un nimero positivo; €l
cambio hecho (que es clésico, como veremos, para este tipo de integrales) es valido sdlo hasta p/2 ; si es cierto que

P2 dx ¥ du _1 ¥ 1N2du _ 2 pe o P dx _pp

¥
Q 1vcos?x ~ @ 2+2 T2 Q 1+[un2]? = o arctan(uhz ) [ =7, Q 1+cosix T 2

pues €l integrando es simétrico respecto a x=p/2 . Al ¥ que nos ha aparecido (que como siempre representara un
limite) le daremos mas seriedad cuando estudiemos las integrales impropias].
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Primitivas de funciones racionales: (‘)%()—% dx , con Py Q polinomios

Si el gradode P es® qued de Q dividimos: g: C+(% con el resto R de grado menor que Q.

Sabemos que Q se puede escribir como producto de polinomios del tipo (x—a)™ [raices redes] y
(x2+cx+d)" [raices complejas], siendo m y n lamultiplicidad de lasraices[ m=1 si son simples).

(El problema fundamental es que, salvo en polinomios especialmente sencillos o preparados, realizar esta
descomposicién de Q es, en la préctica, imposible (como vimos en 3.3) por ser imposible hallar sus raices)

Se demuestraque R/Q se puede escribir como suma de multiplos constantes de funciones del tipo:

1 1 X . . .
v 2ok Y p@roagk + CON 1£jEm, 1£kEn (llamadasfracciones simples).
Parareadlizar esta"descomposicién en fracciones simples' (para hallar la constante que acomparia a
cada fraccidn) bastaresolver un sistemalinea de ecuaciones. Por tanto, €l problema de integrar P/Q
sereduce, unavez factorizado Q, a deintegrar € polinomio C y funciones como las Ultimas .

. _ _ | A 4x4-6x3+5x2-11x+4 _ +RX)
Ejemplos: | = 5B 4x3_3x24x X | = OQ(X) dx (yaes 4<5)
Factorizamos Q(X) = x(x—1)2(x2+x+2) [suerte hemos tenido] y descomponemos en fracciones simples:
Rx) _A B  _C  DxtE _ AGAx3+x2-3x+2) +B (x*+x2=2x) +C(x3+x2+2x) +(Dx+E) (x3=2x2+x)
Q) T x " x=1 " (x=1)2 " x%+x+2 ~ X(x=1)2(x2+x+2)

. . o Bl B i D x+E D X+E
i m . By m_ . 20y N 1XtEy _PnX¥En
[Si tuviésemos (x—1)M escribiriamos o1 Tt ey ¢S (X“Hx=2)" , Lo o Tt (x24x—2)" ]

Igualando los coeficientesde x4, x3, x2, x y e término independiente de ambos términos se obtiene el sistema:
A+B+D =4, -A+C-2D+E=-6, A+B+C+D-2E=5, -3A-2B+2C+E=-11, 2A =4

Resolviéndolo: A=2,B=1,C=-1, D=1, E=—1. Portanto: | = (‘3% + (‘3% - G(Xﬁ)z + ze)(+_><:ErZ dx

Las (‘)(x—a)_m dx son casi inmediatas. Més trabajo dan las otras. se busca un logaritmo y un arco tangente.

Para encontrar este Ultimo se completael cuadrado: x2+x+2 = (x + % )2+ 411 = ‘Zl [( 2)3;1 )2 + 1] . Por tanto:

1. 2x-2 1. 2x+1 3. 1 1 32 27
20 22 =20 =2 0xzirz = 21000402 =5 501512
3

+x+2 T 2 YxZ24x+2 +X+2 T 2 [2x+l]/\[7)2+1

1 1 2x+1
® I=2log|x| + loglx-1| + =7 + Elog(x2+x+2) + g actan(=5)

| axA-Bx2+x+8 N R x+4
| = 07 dx = O(X—l)dX + Om

dx [denuevo lasraices eran sencillas].
x3+x2—4x—4 [ ]

x+4 - A B [ C _AX+2)(x=2)+B(x+1)(x=2)+C(x+1)(x+2)
(X+1D)(X+2)(x=2) ~ x+1  x+2  x=2 (X+1)(x+2)(x=2)

Cuando hay tantas raices reales, megjor que igualar coeficientes hacemos x = alas diferentes raices:
=—1® 3A=3,A=-1; x=—2® 4B=2,B=12 ; x=2® 12C=6,C=12

1 1 1 1 x2-4
® 1= 5x2—x—logx+1| +;loglx+2| + ;logx-2| =5 [x2 —2x + Iogw ]

[Para hallar |as primitivas de | as fracciones simples mas complicadas (‘3(x2+cx+d)_n dx
se utilizarian formulas de reduccion como la propuesta en los problemas] .

Muchas integrales se convierten en integral es raciona es mediante cambios de variable, por gemplo:
OR(€)dx |, funciéon racional de €, se convierte en racional haciendo u=€* , pues dx = d—u“ :

du
u[1+u?]

dx  _
1+e2X

.r A ButC .du _ udu 1
=0l [+ 1z 1 =0y Oz =logu—3log(1+u2) = x — log(1+e2X)

B 0 [w=e*]=0
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Mas interés, por aparecer mas amenudo, tienen las primitivas de funciones trigonométricas:

Paraintegrar pR(senx,cosx) dx , con R funcion racional, existe siempre un cambio [ u= tarr ]
gue la convierte en unaraciona. Pero veamos antes una serie de casos més faciles:

o sen™xcos"xdx ‘ Si m o n sonimpares sen?<*1x = senx(1—cos2x)¥ y se hace u=cosx
coszk+1x = cosx(1-sen2x)* y se hace u=senx

1-—cos2x . cos2X = 1+cos2x
2 2
sen3x sen5x

Ej: osen?x c033x dx = §(1-ser?x) senzx cosx dx = [u:senx oaojo] = (‘)(uz—u4) du="3" -"¢

sen2x + sen4x
4 32

Si m y n son pares, se escriben en funcion del angulo doble: sen?x =

ocosh dx = L S(+cos2x)2dx = 4 odx+ OCOS2X dX+ % o(1+cos4x) dx _—

Laintegra masgeneral | o R(senx,cosx)dx | seconvierte en cociente de polinomios haciendo:

,S R esimpar en senx [ esdecir, si R(-senx,cosx) = — R(senx,cosx) |
,S R esimpar en cosx [ esdecir, si R(senx,—cosx) = — R(senx,cosx) |
[ cos?x :% , dx :% ], si R(—senx,—cosx) = R(senx,cosx)

2
u:tang [ senx _LUZ , COSX _iz dx =2 ] paracualquier R [como ultimo recurso]
Eiemplos: _ ~senxdx —[u—cosx] N du _ 1.du ; ; | ; |cosx—1
Jemp Osenx T Yicos?x LT Op = ZQ.T— 2 1 = 2109] 1] = 2199 Cosxr1
+ 2du/[1+u2 _ adu

De otraforma: (‘)SSW = u—an)é(] = 0, = Iogltangl [ha salido tan f&cil por casualidad]

2u[1+u?]
[las dos expresiones de la primitiva deben coincidir salvo K arbitraria (con pocas cuentas se ve que son iguales)|

L dx N o _ JJ1+w?Pdu _ adu 1.5
Ocos3x senx — Ocos?x tanx =[ ustanx] = u[ 1+u?] =0, * Oudu = log [tanx| + 2 tanx

N senxdx du

dx _ N SN _
cos?x senx - Ocos®x [1-cos?x] ~ [ u=cosx] = Oui‘[u+l][u—1] -

[peor todavia seria hacer u=senx (también esimpar en coseno) o u:tang ]

Otro camino (més largo): O

Primitivas de irracionales (lasmés sencillas;, R esfuncion raciona de x y laraiz que seindica)

(‘)R(x,\/n ax+b) dx , nI N | seconvierte en racional haciendo u=Vaxb .

ox [1+x]V/4 dx = [ u=[ 14114 , x=uf-1, dx=duPdu] = pA(UB-d)du =5 U0 3 U =5 [1+x]9/4— ¢ [14x]5/4

(o se puede hacer por partes: o [1+x]1/4 dx = g x [1+x]°/4 —g O[1+x]5/4dx = gx[1+x] 5/4—% [1+x]9/4)

OR(x,V&—x2) dx | seconvierte en trigonométrica haciendo x=asenu .

V42 dx = [ x=2senu | = gdcos?u du = 2u + sen2u = 2u + 2senuV 1-sen2u = 2 arcseng + é 4-x2

OR(x,Vx2+a) dx | seconvierte en raciona haciendo u=x+Vx2+a .

5 X = [ u=x+Vx2+1 x=%L o 1+usz] o |°| = =lo |#|
O X=X e ] = 0 = ool e
O— Xdil =Vx2+1 [jaojo!, antesde ponerse acalcular aloloco, miremossi esinmediatal

\/X2

[las primitivas con raices de laforma vax?+bx+c sereducen alas Ultimas completando cuadrados]
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5.4. APLICACIONES

Areas planas.

Yavimos que laintegral no describe exactamente un érea, sino una suma de éreas con signo. Por tanto, para hallar el
areaencerradaentre el ge y=0 y lagraficadeunafuncion f habraque sumar las integrales de f en los intervalos en
gue esté por encima del gey restar lasintegrales cuando f quede por debgjo. Esto es equivalente aintegrar |[f| . Asi:

Hallar el &readelaregion encerradaentre e eje horizontal y lagréficade f(x)=x3—x

« 1 O, Jd _ Jd 1 4 1
Area:o_1 If| = O_lf—Q,f:[f impar] =-2 Q)f =2 Q)(x—x )dx:E
[laintegra entre—1y 1de f (queesO por ser f impar) no representa el arearayada)

tan(x—1

| Determinar €l area de laregion acotada limitada por los gjesy lagraficade h(x) = tan(x—1) |

0 et .
h T T2 [lagraficade h, como sabemos, eslade tanx trasladada una unidad ala derecha]

P 1 1 1
Area= Q) |h| = — @ tan(x-1)dx = [Ioglcos(x—l)|] o = —log(cosl) >0 (cosl<l)

Més en general, el &reacomprendidaentrelasgréficasde f y g end intervalo[ab] vienedadapor | A = Qg [f—g]|

| Determinar el reade laregion encerrada entre las gréficas de f(x) =x2—2x y g(x) = x |

Las gréficas se cortan si x2-2x = x , esdecir s x=0 (y=0) 6s x=3(y=3).
Sfxa1+0 En [0,-3] lagréficade g estapor encimadelade f, por tanto:

A =G o= § (oD =

De otra forma (méas complicada en este caso, pero mejor en otros): integrando respecto ay: y =x2—2x « X =1+\1+y
.0 3 4 0 2 2.3 9

® A=q, [Ty —(1VTry) 1 dy + ¢ [ 1Ty —yldy =[5 @)¥2] + [y+ 5 a)32-L ] =3
Areas en coordenadas polares.
Un punto P del plano puede describirse, ademas de por un par de coordenadagartesianas y
(x,y) , por un par de coordenadas polares (r,q) siendo r ladistanciade P a origeny q varctar r
el angulo en radianes comprendido entre el semigje delas x positivasy la semirrecta que P i‘r ctamy q=arctan§
une e origen con P . Unas coordenadas se pueden obtener de otras utilizando que: /| X

y

X=rcosq, y=rsenq « r=Vx2+y2, q=arctan¥ [+p], s ql (—g,g ) [l (g% )]

Parahallar el areadeunaregiéon R como la del dibujo, acotada por las semirrectas
g=a , g=b ylacurva r=f(q), con f(g)® 0, dividamosel angulo b-a en n partes
iguales (de longitud Dq). Como € éreade un sector circular deradio r y angulo g
es r2g/2,si mg y My sonel minimoy el méaximo de f(q) en cada sectorcillo,
setiene que e area de cada uno de dlos estd comprendida entre

Sm3Dg y 3M20g ® 3 Smi2Dg £ &eadeRE 5 SM2Dg
Como estas sumas son |as sumas inferior y superior de f2 en [a,b] deducimos que:

) 1 b 2
AreadeR =| A =3 g [f@]° o

| Hallar el area de laregion acotada por la curva r=3+cosq | 2
1 2p 2 1 2p 1 19
A= 3 Q, [3+cosq]“dq = 5 9y [9+6cosr (1+cos2g) iy = Tp
[ R noesée circulodecentro (1,0) y radio 3 ; el area de este circulo es ) 0 °1T 4
9p y su expresion en polares es r2—2rcos-8=0® r=cosg+\ cos2q+8 ;
lacurva dada en cartesianas es muy complicada: x2+y2—x = 3\ x2+y2].
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Con técnicas similares alas utilizadas para€el area en polares se deducen el resto de formulas de la seccion:
Volumenes (sencillos):

Aunque € instrumento natural para calcular volimenes son las integrales multiples
que se estudian en Célculo I, hallamos algunos para los que bastan integrales de

funciones de unavariable. “
Volumen de un sélido conocida el &reade cadaseccionplana | V = c‘g A(x)dx .}
D
X b

[€l sdlido se extiende desde x=a hasta x=b y el areade cada seccion es A(x) ]

| Un sdlido tiene base circular de radio 2. Cada seccion producida por un plano perpen—|
- 2X€ | dicular aun didmetro fijo es un tridngulo equilétero. Calcular el volumen del sdlido. |

2
A(x) = &reatriangulo debase 2V/4x2 =3 (452) ® V =243 & (4x2) dx =3

-2
En particular, volumen de un sélido derevolucién engendrado al girar en torno a
ge x laregion comprendidaentrelagraficade f (f(x)20) y el gje x en [ab] .
El 4reade cada seccion [circulo deradio f(x) ] es A(x) = p [f(X)]2 . Por tanto:

b
Volumen=| V =p Q [f(x)]2 dx
| Calcular el volumen abtenido a girar la region determi nada|
) W—— | por g(x) =1/x y el gje x enelintervalo [1,b] , b>1. |

/| W/"o Vo=p g [;]2ax=p[1-}]

[Obsérveseques b® ¥ , Vp® p ; el volumen del sdlido infinito esfinito (serdintegral impropia convergente)]

. e : b f(x longitud=L
Longitud delagréficade f enelintervalo [ab]: | L = Q 1+[f'(x)]? dx ‘ g londitu
(lo natural es probar estaformulaal estudiar las integrales de lineade Calculo 1) [ a L
1 Hallar lalongitud del tramo de la pardbola y=x2 que une los puntos (0,0) y (1,1)
y=x? 1 212
s S [ _1 2+3 (+d)2 V5 log(2+s)
9 1 L-Q)\/1+4x dx—[u—2x+\ll+4x2]—8Q Bdu=T T » 148
Valor medio deunafuncion enunintervalo; sedefine: | M = ﬁ i f(x)dx M 2N
(s 30 esladturade un rectangulo de base b-a y areaigual alalimitadapor lagraficade f) T a
2piw | Hallar e valor medio de f(x) = A senwx en el semiperiodo [O,p/w] |
/ / )
PPN M :vaépOwA sen wx dx :% (el valor medio en [0,20/w] &s 0)

Trabajo de unafuerzavariable: un punto se mueve en el gje x sometido aunafuerza f(x) funcion delaabscisa
0—» b

El trabajo realizado por lafuerzaf paramover el punto desdeahastabes| T = (‘i f(x)dx

Por ejemplo, el T preciso paraestirar un muelle unalongitud b desde su posicion de equilibrio es cg cxdx :% ch?

Seaunavarillade densidad lineal variable r (X) queocupadesde a hasta b. Sumasa m , su centro de gravedad
, , b _1b _b. 2
X* y sumomento de inercia | respectoa 0 son: m=q, r(x)dx , x* =m QX reax , =g xcrx)dx.

Distancia recorridaen € intervalo detiempo [ab] por un mévil develocidad v(t): D = Cg v(t) dt
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5.5.INTEGRALESIMPROPIAS

Laintegral la hemos definido parafunciones f acotadas en intervalos [a,b] finitos.
Extendemos la definicidn, primero para intervalos de integracion no acotados [a¥) O (=¥.,b] .
Como siempre que aparece un ¥ agpareceraun limite en ladefinicién:

Supongamos que c‘gf existe paratodo b*a. Si existeel lim, c‘gf selellamaintegral impropia
de f en [a¥), serepresenta por ng o] oﬁf(x)dx y laintegral impropia se dice convergente.
Si ng no es convergente, se dice divergente. [ Analogamente se define cfiéf: Hmy, c‘gf ].

[Laintegral entre a y b existe" b, como sabemos, si por gemplo f es continua (0 continua a trozos) en
[a¥) ; como paracada b laintegral esun nimero, tenemos una funcién de b y tiene sentido hablar de su
l[imite cuando b® ¥ ; estelimite (el valor delaintegral impropia) serd otro niUmero si laintegral converge].
. ¥dx _ . bdx _ 11b _ . 171 _
5 a e =N ase =lm =l 5] =1 o
[laintegral esconvergentey suvalores 1]
¥ dx

. b _ . :
a5, =i [loox]y = liry [logh] diverge

degjaun area

1/x ¥ infinita debajo

/V:L/XZ

area=1

En general, como es facil comprobar, Sf j—)s( diverges £1y converges s>1 | hacia i

[y 1o mismo sucede con C: "a>0, puesc‘)lb eqt;t son dos funciones de b que sdlo difieren en la constante (‘)il]

% dx | =iy [eax]g = L1im [P-1] | converge si a<0 | [hacia —i] y diverges a3 0.

ab® ¥ abe®¥

[Para abreviar se suele escribir [eax]éé en lugar del g&)rg [eax]g ; pero no olvidemos que se trata de un limite]

Aungue no sepamos calcular la primitiva podremos, en ocasiones, determinar s €s 0 no convergente
(como en series; incluso teniamos un criterio integral que relaciona unas'y otras; |os criterios son muy parecidos):

Criterios de convergencia parafunciones positivas (los damos para 3; ; son andlogos para b_t;é ).

En todos suponemos que las funciones que aparecen son integrablesen [ab] " b.

Teor: S OEf(X)Eg(x) para x3 a, ot g convergep @tf converge e @tf £ ()tg

[y por tanto ¢ f divergente b ¢ g divergente]

Q9 /"— Fo OF F(b):egf £ QZ gf oi g "b®a p F(b) crecientey acotada superiormente
p F(b) tienelimites b® ¥ (lalltimab se pruebacomo en las sucesiones)

a
Las comparacionescon £ son siempre més complicadas que las por paso al limite:
Teor:

S f y gsonpositivaspara xX*ay Jin, g(% = c finito, entonces.
s c0, oi g convergente U Séaf convergente
s ¢c=0, Oi g convergente b S;f convergente [ g f divergente b & g divergente]

S ¢>0,para x3M: 3 £§(% £ % P 0£59(X) £ f(x) E%g(x) y se aplicael teorema anterior
S c=0, para x3 M : OEf(X)Eg(X) y de nuevo €l teorema. (Estaclaro que c‘i:f conv 0 c‘:f conv )

Si lafuncion del integrando f no es positiva, como en las series, conviene considerar el [f| :
Teor:

¥ ¥
g, [f| convergente b, f convergente [ f sediceabsolutamenteintegrableen [a¥)]

OF f+[f| £ 2f] b o [f+f[] convergente b & f = ¢ [f+f[] — & If| convergente
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¥
Ejemplos: %[—de diverge, puessi x33 es [%L 3 )1( e 03% diverge.

Por €l paso a limite debemos utl lizar laparte con c=0 porque el log no se parece aningin xS:
1/x 03 ¥l ogx

[logx]2/x x® ®x
También nos bastaba la definicion: Q%J—O%de:§ [Iogx]3]3® ¥ .

0 e Q,) - dlvergente =} dx diverge (mayor que divergente).

¥ xdx ¥ dx . XN Lo
o) o Q) x32 Convergente [esdecw, 1372 X¥ 1] b ladadaconverge (no sabemos a qué nimero).

¥
c‘b e*%dx (sin primitiva elemental) converge [con integrales dobles se puede ver que Qf e—Xde:%\IB] ,
pues X% ex = X ®¥ 0 y sabemos que Qf e X dx esconvergente. O bien, por desigual dades:
S x31 es eX’£eX e Sf e X dx converge (U (3; converge) b OT e*?dx converge (0 &f converge).

¥ ¥
o sen% dx ~ o % divergente [pues )I(g@rg Siq[/%l :tl(éry, sent _ 1] P ladadadiverge.

d

senx ¥ dx 1
|£ o3 © Q13 converge ( ~ 3 cuando X®¥)

1+x3

¥ senx
Q) 14x3 dx esconvergente porque |

Aplicando lamismaideaa cié SEX 8% o concluimos nada, pues ¢ d_x diverge.

¥senx g .kp Isenx| . .kp dx
Poro ) 5 e -0 -0 8, A oon =qi, R E Qi
Laserie es dternada, decrecientey con |a|£ 2[Vkp —V[k-1]p]® O,

con lo que por Leibniz converge (y por tanto laintegral).

De agui deducimos que ¢, sen(xz) dx=[t=x2] = ¥ Sem dt también converge

(japesar deque f(x) notiendea 0 s x® ¥ ! [esto noescomoenlassenes]).

La segunda extensiéon de la definicion deintegral es para f no acotada en un extremo del intervalo:

Supongamos que (Jf f existeparatodotl (ab] . Se define é} f= tgrgc? f fi e limite existe
y en ese caso laintegral impropia se dice convergente. [ Andogamente: (‘)Z f= tgry_ (‘if ]

(envezde aty b~ seescribe muchas veces ay b ; no olvidemos que laintegral esimpropia)
(no sepideque f estéacotadaen (ab], ni siquieraque esté definidaen el punto a; paraque
f seaintegrable en [t,b] , debe, desde luego, estar acotada en cadaintervalo de esa forma; por
gemplo, si f escontinuaen (a,b] setiene, paratodo t, garantizada la existenciade laintegral
def en [t,b], aunque €l limite puede no existir y divergir laintegral impropia)

i on & = lim g & [Y —1] no $ (diverge) ; Q)+ = I(E!;r(r;+ [2—2\ft] =2, converge.

t

b dx & dx
U xaqs ©Q peas
[ladea, cuando tiene sentido: si s=1/3, 2/7,... ; st s=1/2 0 s=p lafuncion no esta definida]

En generd, seve fécil que convergensi s<1y divergens s* 1

Para este segundo tipo de integral es impropias existen criterios de convergencia total mente andl ogos a
los vistos paralas del primer tipo. Resumiendo (lasde at) y sin demostraciones:

Teor:

S 0E£fEg en (ab], c‘£+g convergente p Qt;f convergente e C‘ZJ £ c‘§+g
Sean f,g3 O en (ab] yseafinitoe |é>m+Tx)) = c, entonces.
s ¢c0, Qf g convergeu OZJ converge; s ¢=0, ¢, g convergep fo converge.

()a+ [f] convergente p fo convergente.
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cos2x dx cos?x/x3/4

' 1 cos?x
Ejemplos: O+ 34 dx converge, pues 0 £ 3 £ X3/4 e 00+ —34 convergente (o porque on 1).

U[x3-8] _ 1 1
Ux2] ~ x2+2x+4 282 12 o L'Hopital].

7 7
O+ X%s diverge, pues se parece cercade x=2 a @+ Tx divergente[

\3 . 1/senx
+ senx . Cercade 0 e senx ~x: 1x

¥ . . .
La Cb % dx de antes, no plantea problemasen 0, pues se parece a Vx que no solo esintegrable, es continua.

® 1 si x®0.Como 00+ o diverge, ladadadiverge.

Hay otrasintegrales que relinen mas de un tipo de impropiedad: o¥ , 0§+’ 02:,

Cadaintegral de estas se dice convergente s, dividido el interval o en subinterval os tales que en cada
uno de ellos haya una Unica impropiedad, todas |as integral es resultantes convergen. Por gjemplo:

R 0 ¥ ¥ 0 ¥
o, f esconvergente U (3_¥f e g f sonconvergentesysuvaores g, f =g, f+qf

[estaintegral no se define como I(gg f que podria existir a pesar de ser 0¥ f divergente; aese limite de las
integrales calculadas en mtervalossmetrlcos[ b,b], si existe, selellamavalor principal de Cauchy delaintegral]

. ¥ . ¥ . . .
Ej: § senxdx esdivergente pues @, senx dx = |im [1—cosb] no existe (y tampoco existe (‘)9¥senx dx ).

[Sin embargo si existe el valor principa de Cauchy: b senx
VP(‘)¥senxdx = lim o_bsenxdx:O (el seno esimpar) | b 0
¥ arctanx ¥ dx arctanx/[x+x2 p .
Dt wax2 01 es convergente pues separecea (y . convergente [ 12 ® 5 si x®¥ ]
Cercade O: a;(::igx ~ 11)( tiene limite finito ® bo* converge. Como convergen las dos, (‘f; converge.
B\ | 1x2 ¥ dx 1, 0¥
= Q)+ (‘)O+ O_L diverge" s
—— _ (s s>1 convergelade ¥,
L pero divergelade 0",
| 1/x si s<1 ocurread revésy
T s s=1 divergen ambas)
1 dx . . . . . .0 dx . Q1dx

Q1 42 Mo es unaintegral normal y ni siquiera existe como impropia, pues no convergen ni Q, 2 Qe

(y ni siquieraexisteel VP de Cauchy de laintegral impropia, definido en estos casos por |im [ (‘):Ef + ql)f] )
¥ xdx

X ¥ X ¥ 1
O+ Wik 01* converge(pu%mm N ). pero o diverge (pues ey X ).

Por tanto, lainicial diverge (insistimos en que deben converger las dos para que sea convergente).

l+

¥ 1_ x?2 1 = X2 1
Q)+ dx converge: Q)+ converge por tener limiteen x=0, e q converge por ser 0 £ E? ).

Gx) = Qf t*~Lletdt. En x=0 convergesi y sdlosi x>0 (pues se parecea Qf tX~1dt).
: Xlet  px+l . ¥ ¥ .
En ¥ converge siempre: = t¥ 0"xe gt dt converge. LaQ) inicial converge " x>0 .
¥ ¥
[La G(x) (funcion gamma) generalizael factorial: G(x+1)=q, tXet dtpag%—txe‘t];é +XQ) t*-letdt=xQx)
- ¥
y por tanto G(n+1) =nG(n)= n(n-1)3n-1) = n(n-1)---2:1 1) =n! si nl N, pues G(l):q) t0etdt=1]

¥ 1-cosx
x3 logx

dx . Planteaproblemasen 0, 1%, ¥ .Paraconverger deben hacerlo las cuatro. Analizamos todas:

. dx N dx . \dX
0*: ~ ~Oxlogx = 09(logx), @, —¥ (diverge) ; ‘ng ~0,_; (divergen) ; ¥: £Q,3 (converge).
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5.6. INTEGRACION APROXIMADA

Funciones integrables pueden no tener primitivas elementales o ser muy largo calcularlas. Sin embargo, es fécil obtener
formulas sencillas (sobre todo paralos ordenadores) que nos dan € valor aproximado de unaintegral definida sin integrar.
Las Up ¥ Lp nosdaban yaaguna estimacion, pero son mas practicos |os siguientes métodos:

Férmula de los trapecios:

Dividimos [ab] en n part&mgualesdeanchura =h.
at[k+1]h
Qakh

dreadel trapecio T delafigura: 5 [f(arkn)+f(atlkeai)]. | = =

Como aproximacion de f podemos tomar €l

>

\
atkh  a+(k+1)h

Entonces c‘gf seréaproximadammteigual alasumadelaséeasdel los n trapecios:

(&f » o [f(a)+f(a+h)] > [f(a+h)+f(a+2h)] + - g [f(a+n-yh)+f(ann)] = 4 .
= g [ f(a)+2f (a+h)+2f (a+2h) + - +2f (a+[n-1]h) +f(b) ] 1 2 2 2 eeeen ‘2 ‘1

Férmula de Simpson:

Una aproximacion mejor setendra s, dividido [a,b] enun nimero par n=2m de partes iguales de
longitud h=(b—a)/n=(b—a)/2m, en vez de sustituir cadatrozo de f por unarecta, la sustituimos por
lapardbola queinterpolalagraficade f en tres puntos consecutivos:

Xo=atkh , X =a+[k+l]h=Xg+h y X,=a+[k+2]h=X+2h, /‘=<
esdecir, por e polinomio:  Qx(X) = Ag+A (X—Xo)+Ax(X—X0) (X—X1) , R
con:  Ag=f(Xo) , Ar=[f(x2)—F(x0)]/h, A,=[f(X2)—-2f(x1)+(x0)]/2h2 . .
Integrando Q. setiene tras algunos calculos; Xy X1 X
@at[k+2]h Xp+2h

+kh Q(X)dx = 2hAo+2h2A1+ hia, =1 [f(xo) + 4f (xo+h) + f(xo+2h) |
Sumando las m integrales anteriores obtenemos:
(‘i f» g [f(a) +4f (a+h) + 2f (a+2h) +4f (a+3h) +2f (a+4h) + - +4f (a+[n-1]h) +T(b) |

f»q(
0

a b [Paraaplicar cualquiera de los dos métodos no tenemos ni que tener
laexpresion anditicade f; nos bastan algunos de sus valores; esta
es la situacion que experimentalmente se presenta en muchos casos|

Si sequiere utilizar con seriedad un método numérico se debe hablar del error cometido. Demos algiin resultado
sin demostracion. La estimacion por trapecios es exacta si f(x) es unarecta, funcion con f'=0 . No es de
extrafiar que el error dependade " . Puede probarse quesi [f"(X)|EM2 para x| [ab] entonces:

lerror| £ (b-a)Mph2

12

Se prueba que Simpson esexactosi f(x) = atbx+cx2+dx3 y ques [f@(x)|EM4 para Xl [ab] es:

A
lerror| £ 180 (b—a)M4h

Se ve que ambos métodos mejoran, como era esperable, cuando h® 0, més répidamente Simpson yaque h4 tiende
més fuertemente a 0 que h2. Como |as cuentas a realizar en anbos casos son casi 1as mismas, sera mejor acudir a
Simpson si tenemos que aproximar unaintegral (hay métodos mucho mejores, pero también mas complicados).

. . . . . p . 1 4dx .
Un primer gjemplo poco practico, paracomparar y ver si funcionan los métodos. Aproximemos| @ Tex?2 (=p):

oo A A% 1238 a2l o f 414016 104 516
T. =l n=2: gy [1+28 +3]=50 =31 ; h=y,n=4: & »gll+2]o +25 +25 +2]»31312
N N ET A S =L oza A 114418 04 4216
S. h=2.n=2: & »gllde +3]=5L » 313 hey n=4: & »ig[1+4:10 +25 +450 +3] » 314157
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Otro gjemplo (ya Util): calculemos aproximadamente (lafuncion no tiene primitiva elemental).

Trapecios Simpson

h=1 n=2 & » L[o+2sent +senl] » 0.334 (M=1) & » < [O+4sent +senl] » 0.305
2 " Q@74 4 ' = @®”6 4 '
14 1 1 1 9 1 1 1 1 9

h= 2 B3 [O+25en1f6 +25en;1 +25enE +senl] » 0.316 B> [0+4senE +25en;1 +4senT6 +senl] » 0.3099
_1 Jd 01 1 1 Jd 01 1 1

h= 6 @ 1 [0+2sen 36 +25en§ +...+senl] » 0.313 @ ” 18 [O+4sen 36 ++25en§ +...+senl] » 0.310205
S S N 1

h= 100 n=100 Q” 0.3105 Q” 0.3102683009
__1 _ N 1

h= 1000’ n=1000 ( » 0.31026839 ( » 0.3102683017

[estos Ultimos val ores exigen, desde luego, 0 una enorme paciencia o un ordenador o calculadora programabl €]
Como f"(x) = 2cosx2—4x2senx?2 , f(@(x) = (16x4-12)senx?—48x2cosx? , en [0,1] es
11£6 , [F@]£44x4-3[+|48x2|E60 ® lerrorT|E Sh2 ; lerrorSIE 3 h?

Integracion de series de Taylor.

Para algunas funciones es posible calcular su integral aproximada utilizando series de Taylor. Dela
mismaformaque las series de Taylor (dentro del intervalo de convergencia) se podian derivar término
a término, vamos a demostrar que se pueden integrar término a término dentro de dicho intervalo.
Esto sera consecuencia de |os siguientes resultados:

Teor: Sea {f,} sucesion de funciones continuas que converge uniformemente hacia f en [ab] .
Entonces ()Zf = iy Q: fn

Sea e>0 . Existeun N tal quesi N entonces [f(X)—fn(X)|< &/(b—a) paratodo xI [a,b] .
S N, | §fdx - fa(¥)dx | £ G IF)~Fa() dx < & e/(b-a) dx =e.

Este resultado esfalso si 1a sucesion de funciones convergesdlo puntual mente
(el limite de las integrales puede ser distinto de la integral del limite) como
muestra la siguiente sucesi6n de funciones:

i 2n®x , 0£xE1L2n
fa(¥) =] 2n-2n2x , 1/2n£ x£1/n

I 0,1/nEx£1

(cadagréficaesun tridngulo isdscelesde dtura n sobreel intervalo [0,1/n] y
vale 0 en €l resto de [0,1]; € &reaencerrada por cada f, es 1/2 paratodo n)

El limite puntual delas f, es f(x)=0 " xI [0,1] yaqueparacada x a partir
deun N todaslas fp(x)=0 y fn(0)=0" n . Por tanto tenemos:

A T
0=l fn” L @fn=1 74 173 112 1

Como consecuenciainmediata de o anterior, tenemos que:

. ¥ . . b ¥ b
Si a fn convergeuniformemente hacia f en [ab] entonces (‘)af = al(‘)afn
n= n=
Por gjemplo, si f(x):g Sennx (converge uniformemente en todo R), setiene que ‘pfzg D sennx :5 2
' n=1 n2 ' '3 ® 2 n=1 [2n-1]3

Y en € caso particular de las series de potencias concluimos:

S f()= & ax" para [X<R b & (Ddt= & ant"dt= & T = gk Lapes Lads
_a0a1 p Cb _,goQ)aq _azo n+1 _60 2a1 3a2

Puesen [—x,x] sabemos que la serie converge uniformemente.
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Ejemplos. Parala f(x) = senx? , aproximada antes por Trapeciosy Simpson, tenemos entonces que:

xi X t6 th tl4 X3 X7 Xll X15
: 2 = L2 0t 7 _ | x2 _xf B "
| Qe | = @[ty -5 —7 ot 3 ~42 " 1320 " 75600 t | X ®
Q sent2dt % é +713120 _Tclaoo + ... y podemos aproximarla con las sumas parcia es de esta serie aternada:
Q% é % » 0.3095 con error menor gque 5~ 1320 » 0.0007 < 103
Q) » ; é + 13120 » 0.310281 con error menor que 75200 » 0.000013 ~ 10°°
d 1 1 1 1 e
Q”?3 2 +71320 _75600 » 0.310268158 con error menor que 689 4720 » 0.000000145 ~ 10~

Con lamisma serie de potencias podemos calcular laintegral paracualquier otro x . Por ejemplo, si x=1/2:
JA/2 1 1 1
Q

24 - 1 _
sent“dt = 2, ~5376 * 2703360 ~ 2477260800 *

serie que converge mucho mas répidamente (estamos mas cerca del origen y se parece mas €l desarrollo).

[Como disponemos de su desarrollo de Taylor, aparte de | as anteriores aproximaciones numéricas, podemos realizar
otras operaciones en la que aparezca laintegral, como, por gjemplo, calcular algin limite indeterminado:

X
| 3x @ sent?dt — x* i [x4— 175 x8+...] — x4 p — 1 X8+ 0(x8) 1
im =lim = lim =
X®0 arctan[x8] x®0  x8— L x4 x®0 X8+ o(x8) 14
X
3() sent?dt+3xsenx? —4x3 2 2 a2 2
WA p Y 16 1 6senx< +6x<cosxc —12x _
(por L'Hopital méslargo: |im [1+x+9] 7 lim NG )1

La necesidad de aproximar una integral (o de dar cotas a su valor) surge en muchos problemas. En los siguientes
(ademas de repasar temas anteriores) estimaremos el valor de varias utilizando Taylor, Simpson,... (u otras ideas):

Hallar (sin calculadora) con un error menor que 0.04 €l valor aproximado del areade laregion comprendida
entrelagréficade h(x) = arctan(xz) y larecta y=p/4.

h par, h h(x)— =f solosi x=x1

¥ 2’ p/2

® Area:g —ZQ arctan(xz) dx . Hallar la primitiva es posubleperolargo: 0/4 h

2
Qprctan(x?) dx = x arctan(x?) - o 4 dx = ...
[y los log y arctan del resultado no podriamos evaluarlos sin calculadora). -1

Con trapecios 0 Simpson salen valores desconocidos del arctan (y seriadificil acotar el error). Asi que lo mejor
esintegrar el desarrollo de Taylor [se puede llegar hasta x=1] y acotar €l error de la serie alternada que sde

1

2_1.6 10_L1,14 - 1 4 2 _2 _
ZQ)[X x+ X 7 X+ ]dx 2[3 21+55 ] »7,conerror<55<50 0.04

Por tanto, Area» 1.571-0.571=1.00 con error < 0.04 (con ordenador: Area»0.974991 ).

Probar que lalongitud L del tramo delacurva y=x3 comprendido entre (0,0) y (1/2,1/8) cumple 5 <L<* .

y=x3 y'=3x2® L= \/1+9x dx (primitivano calculable). f
f(x)© [1+9x4]1’2 = 1+5x4- 284 s o410 [xI<1NG
1/8
2_1 ., 9 9
12 ® L‘[XJ’*X ‘7 +10"=2 *320 ~2006 * 1
[védlido por estar [0,]J2] dentro del intervalo de convergenma]
: . . i 1 169 9
Laseriede L esdecrecientey alternada a partir de segundo término ® > —Sl<83< <L<...<S3=550 <716 -
Otraforma (laintegral puede describir el drealimitadapor f en [0,%] ): arearectangulozé <L< areatrapeuo:% ,

[* pues, como esfécil ver, f esconvexaen eseintervalo].
[Laacotacion L>1/2 era clarageométricamente antes de hacer ninguna cuenta].



70

S f(x)= SEX 5 , hallar (sin calculadora) un racional que aproxime laintegral | = éf con un error menor que 102 .

Parece indtil aproximar | cuando podemos facilmente dar su valor exacto: | =[-l og|8—x2|]$ = Iog% ,
pero el problemaes que si no tenemos cal culadora, no sabemos el valor de ese logaritmo. Pero por Taylor:

1 1 . - 13 1 2
Iog(1+7) 7 ~>.a9 T 3,043 — Siedeleibniz ® 1»gs , conerror < -5 <10
Podriamos también desarrol Iar prlmero e integrando y luego integrar la serie:
X _ X _ 1 3,1 5 2101 1 _ 1
8—x2 T 41— x2/8 ‘4 [ ] X* 3o X +256X too ® =5 408 tis36 T alnan

El problema de esta serie (que debe sumar 1o mismo) es que no es aJternada lo que hace dif|C|I estimar los errores.

17 : s 1 - -2
Si sumamos dos términos | » 5 , €l error cometido es a_ngn a [ ] 82 <10
Probablemente Simpson daria un error admisible con yacon h=1/2, pero necesitariamos acotar la £(4) [largo].
2 2
ProbemosconTrapeuosquehay gue derivar menos. f'= 2[8 ;(2]2 , f"=4% ® en [0,1] es |f"|£100
2 59

® lerror|£ 12 343 h?2® bastasi h=1/2 ® | »f[f(0)+2f(1/2)+f(1)] 4[0+ +3] =43, coneror<102.
Dibujar lagraficade r(x)= 4+1 y encontrar, i existen, los x en los que alcanza sus extremos R(X)= Q)r x1 [0,%).

r esdeC¥(R) ; T(X)® 0 cuando x® =¥ ; r(x)30(£0) si x31(£1). a4 X —

F(x) = _ 3xA-4x3-1 (%) _ 4x2[3x°-5x4-5x+3] 10X 2
4+1]2 ' - [X4+1]3

P=3x4-4x3-1 t|ene 1 raiz positivax+ [++-] y 1 negativax. [+—].

P(-1)=—6, P(0)=1, P(1)=2y P(2)=-15 ® x.I [-1,0] y x4l [1,2] . -1

® r decrece hasta X., crece hasta x4+ y decrece a partir de entonces.

x=-=1 inflexion; en x=0 no hay (no cambiade signo r"); los otros puntos de inflexién los darian las raices (ya no
hay més enteras y negativas solo la —1) de 3x4—8x3+8x2—8x+3 (se pueden hallar haciendo z=x+1/x ).

Vaores: r(—2)=-3/17, r(-1)=—1, r(0)=—1 (Rolle confirmax. ), r(2)=1/17 ; r'(-1)=-3/2, r'(0)=1 (otravez Xx. ),...

A lavistadelagraficade r: R decrecesi O£ x£ 1 (vamos afiadiendo areas negativas) y luego crece (Io mismo se
deduce del signo yaanalizado de R'(x) = r(x) ). El minimo seda, pues, s x=1.Aproximemos €l valor de R(1) :

Por Simpson con h=1/2: 14° @ r» [ -1-75 +0] = 172 » —0.480 (sin cotade! error)
0= =111 +x8—. 1= — 4_y5_,8 _ i1 1.1 .1
Por Taylor: r(x)= [x—1][1-x¢+x8...] =—1+x+x4-x5x8+.. s |x|<1 & I,= 1+2 ct e ottt

[nada nos garantiza que podamos integrar hasta x=1 (ahi diverge laserie de r), pero parece que va bien, pues
laseriede |7 converge: S;=—1<Sg»—0.578<...<l1<...<S7»-0.401<S3=-0.3 (coherente con Simpson)]

Podria no haber maximo de R (el [0,¥) esno acotado). Si laintegral impropiaentre 1 e ¥ fuese divergente(que
noloespues r(x) separecea x> enel ¥ ) la R tenderfaa ¥ ; s fuese convergente y tendiese a un vaor I
mayor que |I1|, R tenderiahacia 11+12>0 (valor que no alcanzaria); y si converge haciaun valor menor que |l |
entonces el maximo se alcanzaen x=0 (y vale R(0)=0). Veamos que esto Ultimo es |o que sucede realmente:

En [1,¥) es 3 0. El criterio de comparacion por desigual dades nos da facilmente cotas de laimpropia:

egr<d Xﬁxl 1[arctanxz] SB-°P g 32 _04 , obien:
¥ ¥ (x=1)dx 1 1 .
I 50 Q r< Q Q =[5 _W]lz 5-3 :f < 0.17 , bastante mejor cota.

S XxX®¥, R(X)® f+Qf— [1+12 <0, como se deduce de las cotas halladas b €l méximo se dapara x=0.

[Con mucho esfuerzo podriamos hallar la primitiva R y €l valor exacto de ambas integrales. Lo primero es
factorizar e denominador, paralo que necesitamos |as raices de x4=—1 . Probando con atbi en x2=+i o, mejor,
utilizando las féormulas para raices de complejos del proximo capitulo obtenemos que son (£1+i)AZ . Asi:

X xdx X dx _ 1 o V2, XZHxf2+l 2
R(X) = Q)x“ w1~ Q| paaaxr]] T 2 At l0g. 2 et ~ [arctan(xd’2+1)+arctan(x\r2—1)]

De donde, con lacalculadora, obtenemos. 11 »-0.474 (buena aproximacion lade Simpson), 12»0.149].



